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02オイラー数 χ



植木算

11メートルの道に 1メートルごとに木を植えました。木は
何本必要でしょうか。

点の数 (v) 線分の数 (e) χ = v − e
　 　



植木算の一般化 (1次元版)

点の数 (v) 線分の数 (e) χ = v − e
　 　



植木算の破綻

点の数 (v) 線分の数 (e) χ = v − e
　



植木算の再生

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) χ = v − e + f
　 　 　



植木算の一般化 (2次元版)

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) χ = v − e + f
　 　 　



オイラー (Euler)の定理
次はトポロジーにおける最も基本的な公式である。

定理 (オイラーの定理)

どんな凸図形でも χ = 1が成り立つ。

【証明】



再び植木算の破綻

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) χ = v − e + f
　 　 　



再び植木算の再生

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 体の数 (b) 　 χ　
　 　 　 　
χ = v − e + f − b



植木算の一般化 (3次元版)

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 体の数 (b) 　 χ　

χ = v − e + f − b



植木算の一般化 (3次元版)

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 体の数 (b) 　 χ　
9 18 13 3 1

χ = v − e + f − b



オイラーの多面体定理

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
　 　 　



オイラーの多面体定理

定理 (オイラーの多面体定理)

どんな凸多面体でも χ = 2が成り立つ。

【証明】

(後で別証を「デカルトの定理」の証明とともに述べる。)



03曲率



03曲率 -目次

1 多角形の内角の和
2 球面幾何学
3 多面体の頂点の曲率
4 曲面の曲率



多角形の内角の和

【問題】n角形の内角の和は幾つか？



折れ線の曲率

【問題】全曲率 = 2πが成り立つように各頂点に「曲率 k」を
定義しなさい。



折れ線の全曲率
【答】

定義 (曲率のデジタル版)

折れ線の頂点における

k =外角

をその点の曲率呼ぶ。

定理 (Gauss - Bonneの定理の平面曲線デジタル版)

多角形の全ての頂点についての曲率 kの和は 2πである。∑
頂点

k = 2π



曲線の全曲率

定理 (Gauss - Bonneの定理の平面曲線版)

滑らかな単純閉曲線の曲率 kを全曲線で積分すると 2πに
なる。 ∮

k ds = 2π

ただし、滑らかな閉曲線の曲率 kとは、以下定義するもの
である。



曲線の曲率の定義

曲線 x = x(t), y = y(t)を考える。i = 0, 1について t = tiにお
ける法線は、x′i = x′(ti), y′i = y′(ti)とおくと、
x′i(x − xi) + y′i(y − yi) = 0で与えられる。i = 0, 1について連

立方程式を解くと、
(
x − x0

y − y0

)
=

x′1(x1 − x0) + y′1(y1 − y0)
x′0y′1 − x′1y′0

(
−y′0
x′0

)
となる。x1 → x0, y1 → y0 という極限を取ると、x′′0 = x′′(t0),

y′′0 = y′′(t0)とおいて、
(
x − x0

y − y0

)
=

x′0
2 + y′0

2

x′0y′′0 − x′′0 y′0

(
−y′0
x′0

)
となる。

左辺のベクトルは、点 (x0, y0)における曲線の 2重接触円の
中心に向かう半径を表すベクトルであり、この大きさの逆
数（符号付き）を、この点における曲率と定義する。

定義 (曲線における曲率の定義)

k =
x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2



Gauss - Bonneの定理の平面曲線版の証明

ds = (x′2 + y′2)1/2dtとするとき、K =
∮

k dsを求める。

kは、パラメーターに依存しない (∗)ので、t = sにとる。こ
のとき、x′2 + y′2 = 1であり、k = x′y′′ − x′′y′ である。パラ
メーター θを x′ = cos θ, y′ = sin θとなるように取ると、
x′′ = −θ′ sin θ, y′′ = θ′ cos θなので、
k = cos θ · (θ′ cos θ) − (−θ′ sin θ) · sin θ = θ′ である。よって、

K =
∮

k ds =
∫
θ′ds =

∫
1 dθであるが、曲線が単純な閉

曲線なら、この値は 2πに等しい。

(∗ kがパラメーターに依存しない事について)これは、kの
幾何的な構成から明らかであるが、t = φ(u)とおいて具体的
に計算すると、(X′ = dX

dt , Ẋ = dX
du とする。)

ẋ = x′φ̇, ẍ = x′′φ̇2 + x′φ̈, ẏ = y′φ̇, ÿ = y′′φ̇2 + y′φ̈より、
ẋÿ − ẍẏ

(ẋ2 + ẏ2)3/2 =
x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2
が得られる。



単なる参考・曲線の曲率の極座標表示

x = r(t) cos t, y = r(t) sin tとおくと、
x′y′′ − x′′y′ = r2 + 2r′2 − rr′′, x′2 + y′2 = r′2 + r2

である。よって、

k =
x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2
=

r2 + 2r′2 − rr′′

(r′2 + r2)3/2

k ds =
x′y′′ − x′′y′

x′2 + y′2
dt =

r2 + 2r′2 − rr′′

r′2 + r2
dt =

(
1 +

r′2 − rr′′

r′2 + r2

)
dt



曲率の多面体あるいは曲面版

曲率の多面体版を考えよう。



(唐突ですが)球面幾何学 1

【問】|D|で，Dという図形の面積を表すとする。
平面上に領域 A, B, Cがある。これらの共通部分の面積
S = |A ∩ B ∩ C|を、|A ∪ B ∪ C|, |A|, |B|, |C|,
|B ∩ C|, |A ∩ C|, |A ∩ B|で表しなさい。



球面幾何学 2

【答】「包除原理」
|A∪B∪C| = |A|+ |B|+ |C|− |B∩C|− |A∩C|− |A∩B|+ |A∩B∩C|
より，S =
|A∩B∩C| = |A∪B∪C|− |A|− |B|− |C|+ |B∩C|+ |A∩C|+ |A∩B|



球面幾何学 3

【問】半径 1の球面に 2つの半球面があり，それぞれの周で
ある円を A, Bと名づける。2つの半球面の共通部分の面積
S を，共通部分の側で Aと Bがなす角度 zで表しなさい。



球面幾何学 4

【答】共通部分の面積は，それのなす角に比例し，角が πの
とき面積は 2πなので，S = 2z 。



球面幾何学 5

【問】半径 1の球面に 3つの半球面があり，それぞれの周で
ある円を A, B, Cと名づける。すべての半球面の共通部分の
面積 S を，それを取り囲む角で表しなさい。ただし，Bと
Cのなす角度を x，Cと Aのなす角度を y，Aと Bのなす角
度を zとする。



球面幾何学 6

【答】前問から，|B ∩C| = 2x, |C ∩ A| = 2y, |A ∩ B| = 2z，で
ある。一方，3つの半球でおおわれない部分は，球の中心に
対する対称性から，S と全く対称な形をしているので，3つ
の半球でおおう部分の面積は，4π − S である。前と同じ論
法により，4π − S = 2π + 2π + 2π − 2x − 2y − 2z + S。
これを S について解くと，S = x + y + z − π。



球面幾何学 7

定義

球面と球面の中心を通る平面の交わりの円を大円と言う。
大円を球上の直線とも言う。3つの直線で囲まれた図形を三
角形と言う。

定理 (球面三角形の面積の公式)

半径 1の球面では、

三角形の面積 =内角の和 − π

定理 (球面多角形の面積の公式)

半径 1の球面では、

n角形の面積 =内角の和 − (n − 2)π
= 2π −外角の和



多面体の曲率 1

定義 (多面体の頂点の曲率)

k = 2π −頂点に集まる角の和



多面体の曲率 2

多面体 各頂点の k
正四面体 π

正六面体 π/2
正八面体 2π/3
正十二面体 π/5
正二十面体 π/3



多面体の曲率 3

多面体 (あ) A→ π/2, B→ −π/2
多面体 (い) A→ π/2, B→ −π/2
多面体 (う) A→ π/2, B→ −π/2, C→ 0

ここで，(あ)，(い)，(う)は，下図のような多面体で，(あ)
は，直方体から直方体を取り除き，左右の側面を斜めの辺
で分割した形，(い)は，直方体の上から下へ直方体状の穴を
開け，上面と底面をそれぞれ 4本の斜めの辺で分割した形，
(う)は，直方体の上から下へ直方体状の穴を２つ開け，上面
と底面をそれぞれ 8本の斜めの辺で分割した形です。



多面体の曲率 4

多面体 頂点の数 辺の数　 面の数　 各頂点の k kの和
正四面体 4 6 4 π 4π
正六面体 8 12 6 π/2 4π
正八面体 6 12 8 2π/3 4π
正十二面体 20 30 12 π/5 4π
正二十面体 12 30 20 π/3 4π
多面体 (あ) 12 20 10 A π/2, B − π/2 4π
多面体 (い) 16 32 16 A π/2, B − π/2 0
多面体 (う) 28 56 26 A π/2, B − π/2, C 0 −4π



多面体の曲率 4

定理 (Gauss-Bonneの定理のデジタル版)

kの和 = 2πχ

(次ページで、証明する。)



多面体の曲率 5

[証明]ある一つの頂点について，
k = 2π − (頂点に集まる角の和)と定義した。ここで v個の全
ての頂点について和を取ろう。全ての頂点について頂点に
集まる角の和を取ることは，全ての面についての内角の和
を取ることと同じなので，
(kの和) = 2π × v − (全ての面についての内角の和) · · · (a)
となる。一方，各面について (内角の和) = π × (辺の数) − 2π
である。これを f 個の全ての面について和を取ると，辺の
数はそれに接している 2つの面で 2回数えられ，2eに等し
くなるので (全ての面についての内角の和) = π × 2e − 2π × f
である。これを (a)に代入すると
(kの和) = 2π × v − (π × 2e − 2π × f ) = 2π × (v − e + f ) = 2πχ
となる。□



デカルトの定理

定理 (デカルトの定理)

凸多面体では、
kの和 = 4π

である。

(証明は次ページ。)

全天の立体角は 4πである。



デカルトの定理の証明

多面体の内部 (でなくてもいいけど)に任意の点Oを取る。

(頂点 Pが向こう側、Oがこっち側にある図)

図 1の様に，ある頂点 Pに，3辺 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4が集まってい
るとし、ℓ1, ℓ2のなす角 = θ12 、ℓ2, ℓ3のなす角 = θ23 、
ℓ3, ℓ4のなす角 = θ34 、ℓ4, ℓ1のなす角 = θ41 とする。
Oを通り ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4を法線とし，Oを含む平面を図 2のよ
うに，α1, α2, α3, α4 とする。



デカルトの定理の証明 (つづき)

図 3のように，ℓ1, ℓ2を含む平面は α1, α2 と直交するので，
θ12 は α1, α2 のなす角の「外角」に等しい。他の角について
も同様なので，

k = 2π − θ12 − θ23 − θ34 − θ41

= 2π − 4つの平面が作る 4辺形の外角の和
= Oを中心とする半径 1の球を 4つの平面が切り取る面積

となるが、となる。更に，全ての頂点についてのこの値の和
は、半径 1の球の総面積なので、kの和は 4πになる。各頂点
により多く (少なく)辺が集まっている場合も同様。(証明終)



オイラーの多面体定理の (別)証明

Gauss-Bonne定理より、

2πχ = kの和

である。また、デカルトの定理より、

kの和 = 4π

である。よって、2πχ = 4π。よって、χ = 2である。



Gauss-Bonne定理の平面曲線デジタル版の別証明

多角形の外角の和が 2πになることの証明は，図 2の様に，
点Oを適当に定め，Oを通る各辺の法線を考えて、「法線の
なす角は外角に等しい。法線がぐるっと一回りするので外
角の和は 2πに等しい。」と証明するのが，最も洗練された
ものである。



曲面のガウス曲率とGauss-Bonneの定理

次はすでに証明されている。

定理 (Gauss - Bonneの定理の平面曲線版)

滑らかな単一閉曲線の曲率を全曲線で積分すると 2πになる。

曲面においても各点において曲率 (ガウス曲率)を定義する
ことができる。このとき次が成り立つ。

定理 (Gauss-Bonneの定理)

滑らかな凸な閉曲面の曲率を全曲面で積分すると 4πになる。



04特異点とχ



特異点

台風の「目」のような無風の点 (常態でな
い場所)を特異点という。



特異点の存在定理

 



空間と特異点

空間内の「流れ」の特異点と χには密接な関係がある。

ポアンカレ・ホップの定理
空間の気流の各特異点における「指数」の和はその空間の
χ(オイラー数)に等しい。
(注)「指数」とは特異点における気流の回転量のようなもの。



特異点の非存在の例



特異点・境界

本質は例外に現れる。
↕

ポワンカレ・ホップの定理



特異点・境界

空間は境界に規定される。
↕

ストークスの定理



05空間



20世紀における数学の興味の対象の大きな変化

もの→空間



空間が歪むとは

 



(通俗的な?)メビウスの帯



コンセプトとしてのメビウスの帯



円板で

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
　 　 　



円板で

 

無
点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　

6 9 4 1



円環で

 

州脈
点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　

　 　 　



円環で

 

州脈

 

灊
点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　

7 11 4 0



平面図形



四面体で

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
4 6 4 2



球

 

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
　 　 　



球

 

 

籤

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
2 4 4 2



トーラス

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
　 　 　



トーラス

 

齠

点の数 (v) 線分の数 (e) 面の数 ( f ) 　 χ = v − e + f 　
2 4 2 0



3D図形

 



空間

20世紀に入って、数学のターゲットが、
ものから空間に移った。

空間とは、外部の存在をより所にせず、
超越的な視点を持たず、内部の規定のみ

で存在する世界のこと。

空間 =集合 +構造



不変量

変形で不変な指標をその空間の不変量という。

χ(オイラー数)は空間の連続的変形に関する不変
量である。

χは空間のトポロジカルな構造を抽出する。



06位相空間



位相空間・目次

この講義では、位相空間とは距離空間のことである。
1 距離空間
2 開集合・閉集合
3 集積点・コンパクト性
4 実数・ユークリッド空間
5 関数の極限
6 連続写像
7 同相
8 ホモトピー
9 ホモトピー同値



距離空間

X を集合、dを 2変数関数 d : X × X → X とし、以下の条件
を満たすとき、(X, d)を距離空間という。

1 d(x, y) ≧ 0
2 d(x, y) = d(y, x)
3 d(x, y) + d(y, z) ≧ d(x, z) (三角不等式)
4 d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

d を X上の距離と言う。

注

距離空間は「位相空間」の一種である。「位相空間」の定義
は今回はしない。

定理

距離空間の部分集合は同じ距離で距離空間である。



距離空間の積

(X, dX), (Y, dY)が距離空間であるとき、その集合の積 X × Y
上に P(x1, y1), Q(x2, y2)に対し、
dX×Y(P, Q) =

√
dX(x1, x2)2 + dY(y1, y2)2 と定義すると、dX×Y

は X × Y上の距離になる。これを距離空間 (X, dX), (Y, dY)
の直積と言う。
【dX×Y が三角不等式を満たすことの証明】

P(x1, y1), Q(x2, y2)に対し、d⃗(P, Q) =
(
dX(x1, x2)
dY(y1, y2)

)
と置け

ば、dX×Y(P, Q) = |d⃗(P, Q)|である。R(x3, y3)として、
dX×Y(P, Q) + dX×Y(Q, R) = |d⃗(P, Q)| + |d⃗(Q, R)| ≧
|d⃗(P, Q) + d⃗(Q, R)| =

∣∣∣∣∣∣
(
dX(x1, y1) + dX(y1, z1)
dY(x2, y2) + dY(y2, z2)

)∣∣∣∣∣∣ ≧∣∣∣∣∣∣
(
dX(x1, z1)
dY(x2, z2)

)∣∣∣∣∣∣ = |d⃗(P, R)| = dX×Y(P, R)



距離空間の積 (その 2)

dX×Y(P, Q) = (dX(x1, x2)p + dY(y1, y2)p)
1
p と定義しても、これ

は X × Y上の距離になる。



近傍・内点・開集合・閉集合

定義

ε > 0とする。P ∈ X に対し、Uε(P) = {x ∈ X | d(x, P) < ε}
を Pの ε近傍という。

Oを X の部分集合とする。

定義 (内点)

P ∈ Xについて ∃ε > 0 Uε(P) ⊂ Oを満たすとき、Pを Oの
内点と言う。

定義 (開集合、閉集合)

Oの全ての点がOの内点であるとき、開集合であると言う。
X の部分集合 Fは、その補集合 Fc が開集合であるとき、閉
集合であると言う。



点列の収束・点列コンパクト

定義 (収束、極限値)

距離空間 (X, d)が次を満たすとき、数列 {xn}n=1,2,3,... は、極
限値 aを持ち、 lim

n→∞
xn = aと書く。

∀ε > 0∃n0∀n ≧ n0 xn ∈ Uε(a)

注

この定義に則った議論を ε − δ論法あるいは ε − N 論法と
言う。



ε − δ論法による定理の証明の例

定理

a1, a2, a3, · · · が収束して極限値 αを持つとき、最初の n項

の平均 S n =
Σn

k=1an

n
を考えると、S 1, S 2, S 3, · · · も αに収束

する。

[証明] an の代わりに an − αを考えることにより、もともと
α = 0としてよい。与えられた任意の ε > 0に対し、mが存
在して、n > mとなる任意の nに対して、|an| < ε/2とでき
る。|a1|, |a2|, · · · , |am|の最大値を Aとすると、mA

ε/2 < nとな
る任意の nについて、mA

n < ε/2となる。よって n > m, mA
ε/2

なら、|S n| < |a1 |+|a2 |+···+|am |
n + |am+1 |+|am+2 |+···+|an |

n < mA
n +

n−m
n ε/2 <

ε/2 + ε/2 = εとなり、証明された。□



コンパクト

定義 (点列コンパクト)

距離空間 X が点列コンパクトであるとは、Xの任意の数列
{xn}が Xに極限値を持つ部分列を持つことである。

定義 (有界)

距離空間 Xが有界であるとは、ある点 P ∈ Xと数 Rが存在
して ∀x ∈ X d(x, P) ≦ Rとなるときに言う。



実数・ユークリッド空間

定義

Rn に通常の距離を「入れた」ものをユークリッド空間と
言う。

定理

Rn の部分集合が点列コンパクトであるための必要十分条件
は、有界閉集合であることである。

例
1 Rで、閉区間 [a, b]は点列コンパクトである。
2 R2 で、矩形 [a, b] × [c, d]は点列コンパクトである。
3 R2 で、円板は点列コンパクトである。
4 R2 で、閉曲線は点列コンパクトである。



関数の極限

定義

距離空間 (X, dX), (Y, dY)の間に写像 f : X → Y があって、
次を満たすとき、 f は xが x0 ∈ X に近づいた時 f (x)は
y0 ∈ Yに収束すると言い、y0 を lim

x→x0
f (x)と書く。

∀ε > 0∃δ > 0 f (Uδ(x0) − {x0}) ⊂ Uε(y0)



連続写像

定義

距離空間 (X, dX), (Y, dY)の間に写像 f : X → Y は、次を満
たすとき、 f は x0 ∈ X で連続であると言う。

∀ε > 0∃δ > 0 f (Uδ(x0)) ⊂ Uε( f (x0))

また、任意の x ∈ X について、 f が xで連続であるとき、 f
を連続写像という。

注

f (x)が x = x0 で連続であるとは、 lim
x→x0

f (x) = f (x0)となるこ

とである。



諸性質

定理

点列コンパクトな距離空間の連続写像による像は点列コン
パクトである。

定理 (最大値原理)

コンパクト集合上の連続関数は、最大値を持つ。

定理 (中間値の定理)

連続写像 f : [0, 1]→ Rについて、 f (0) < 0 < f (1)あるい
は、 f (0) > 0 > f (1)であるなら、0 ∈ f ([0, 1])である。



同相

定義

距離空間の X, Y の間に連続写像 f : X → Y, g : Y → X が
あって、 f ◦ g = 1Y , g ◦ f = 1X となるとき、X, Yは同相であ
ると言い、X � Y と書く。またこのとき、 f , gを同相写像と
言う。

注

位相幾何学は、同相で不変な性質を研究の対象とする。
X と Y が同相なら、Xのオイラー数と Yのオイラー数は等
しい。オイラー数は「位相不変量」である。



同相に関する例

例
1 R1 と S 1 − {∗}は同相である。
2 R2 と S 2 − {∗}は同相である。
3 正方形 (内部を含む)と D2 は同相である。
4 Rと R2 は同相でない。
5 R2 と R3 は同相でない。
6 メビウスの帯と単なる帯は同相でない。
7 開区間 (a, b)と閉区間 [a, b]は同相でない。
8 球面とトーラス面は同相でない。



ホモトピー

定義

I = [0, 1]とする。
距離空間の X, Y の間に連続写像 f0, f1 : X → Y があると
き、連続写像 F : X × I → Y が存在して
F(x, 0) = f0(x), F(x, 1) = f1(x)を満たすならば、 f0, f1はホ
モトピック (ホモトープ)であると言い、 f0 ≃ f1 と書く。ま
た、F を f0 と f1 をつなぐホモトピーと言う。

定理

ホモトピックであるという性質は同値関係である。すなわ
ち次が言える。

1 f0 ≃ f0 である。(反射律)
2 f0 ≃ f1 ならば f1 ≃ f0 である。(交代律)
3 f0 ≃ f1 かつ f1 ≃ f2 ならば f0 ≃ f2 である。(推移律)



ホモトピー同値

定義

距離空間の X, Y の間に連続写像 f : X → Y, g : Y → X が
あって、 f ◦ g ≃ 1Y , g ◦ f ≃ 1X となるとき、X, Yはホモト
ピー同値であると言い、X ≃ Y と書く。またこのとき、 f , g
をホモトピー同値写像と言う。

注

位相幾何学は、ホモトピー同値で不変な性質も研究の対象
とする。
X と Y がホモトピー同値なら、Xのオイラー数と Yのオイ
ラー数は等しい。オイラー数は「ホモトピー不変な量」で
ある。



ホモトピー同値に関する例

1 同相ならホモトピー同値である。
2 D2 と一点 {∗}はホモトピー同値である。
3 S 1 と区間 I はホモトピー同値でない。
4 開区間 (a, b)と閉区間 [a, b]はホモトピー同値である。
5 球面とトーラス面はホモトピー同値でない。



07不動点定理



不動点定理
 

変換 f : X → Xに対して f (x) = xとなる点 x ∈ Xを f の不動
点という。
「どんな変換に対しても不動点が存在する」という定理を
Xに関する不動点定理という。



長岡市の不動点定理

 



区間の不動点定理

X = [0, 1]に関する不動点定理

 



様々な空間に対する不動点定理
 



不動点定理の例
【不動点定理が成り立つ空間】線分、ツリー、円盤、正方
形、長方形、球体、球面 (∼ id)、· · ·

【不動点定理が成り立たたない空間】円周、正方形の周、
トーラス、ソリッドトーラス、· · ·

空間 Xについて不動点定理が成り立てば、Xと同相な空間
Yについても不動点定理が成り立つ。



空間と不動点定理

不動点定理とχには密接な関係がある。

不動点であることはローカルな性質であ
るが、不動点定理が成り立つことは空間
のグローバルな性質である。

ある種の「存在」が不動点定理の成立で
保証される (場合がある)。



08 1次元の原の定理



赤あげて…白さげないで…赤あげない

レバーを上げることを 1点で数え、レバーを下げることを
−1点で数え、合計点を計算する。もし最初消灯していて、
最後に点灯しているなら、その合計点は 1である。



1次元版の原の定理

A B 図 1

図 1のように、線分 ABがあり、Aから Bに矢印が書かれて
いる。その中がさらに小さい線分に分割されている。また、
各頂点は、青 、赤 のいずれかで塗られている。この
時、線分の端点の配色から決る Xと、線分全体の頂点の配
色から決る数 Yを、以下のように定義する。



X

図 2

線分の端点の色に従って、図 2の採点方法を基準に線分の
両端を採点する。すなわち、矢印の先の赤の得点を +1、矢
印の元 Aの赤を −1とし、両端の得点の和を X0と定義する。
図 1の線分 ABの場合、X0 = 1である。

A B 図 1



Y

図 3

線分 ABを分割する小さい線分で、端点が 2つの色を持つも
のは、2つのパターンがある。それを、図 3のの採点方法を
基準に点数を書き、その総和を Yとする。ただし、小さい
線分の両端点が同色ならば、0点とする。
図 1線分 ABの場合、Y = 1である。

A B 図 1

一般の分割された線分の配色について、次が定理が成り
立つ。



1次元版原の定理

定理 (1次元における原の定理)

X0 = Y

[証明]点が k + 1個あるとし、i番目の点が赤なら xi = 1、青
なら xi = 0と定義する。すると、点 Aの得点は −x0、端点 B
の得点は xk である。よって、X0 = xk − x0である。一方、i
番目の線分の得点は xi+1 − xiである。よって、

Y =
k−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = xk − x0。以上より Y = X0が言える。□

注

この定理には沢山の証明方法があるが、この方法は微積分

の基本定理
∫ k

0
f ′(x) dx = f (k) − f (0)を想起させる。



1次元の中間値の定理

定理 (1次元の中間値の定理)

I = [0, 1]を区間、 f : I → Rを連続関数とする。
もし、 f (0)と f (1)の符号が異なるなら、 f の像は 0を含む。

y = f (x)のグラフ



1次元の中間値の定理の証明

Iを、長さを
1
n
にした小線分に細分する。分割点には、 f で

送られる値が正なら赤、負なら青、0なら赤青適当に、2つ
の色を塗る。仮定より Iの端点 0, 1では色が異なる。よっ
て、この配色の X0 は 1または −1である。よって、Y , 0な
ので、「原の定理」により、ある小さい線分 PnQnで、2頂点
の色が 2色であるものがある。I はコンパクトなので、nを
増やしていく時、Pnの部分列で、ある点 Pに収束するもの
がある。それを改めて Pn、それを頂点とする線分を PnQn

と書く。この時、Qnも Pに収束する。よって、Pを f で
送った像は、0以上 0以下なので、0である。



1次元のBrouwerの不動点定理の証明

定理 (1次元の Brouwerの不動点定理)

連続写像 f : I → Iには、不動点が存在する。

[証明]任意の xに対して f (x) , xとして矛盾を導く。写像
g(x) = x − f (x)とすると、これは I から Rへの連続写像で
あり，g(0) < 0, g(1) > 0である。よって中間値の定理より、
g(x) = 0となる xが存在することになり、矛盾。□
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2次元版

図1

A


B C

A


B C

図2

+1 +1

+1+1

+1

-1

-1

図 1のように、三角形 ABCがあり、その中がさらに小さい
三角形に分割されている。また、各頂点は、緑 、青 、
赤 のいずれかで塗られている。この時、三角形の外周の
頂点の配色から決る X01, X12, X20と、三角形全体の頂点の
配色から決る数 Yを、次のように定義する。(今後、 = 0
、 = 1、 = 2 のように色を数字で表したり、配色を
「付番」と呼んだりもする。)



X

+1

+1

+1 -1

-1

-1

(あ) (い)

図3

図 2のように、分割された三角形 ABCの外周の小さい辺に
左回りの矢印を書き、矢印の両端の色に従って、図３の
(あ)、(い)の採点方法を適用する。例えば、(最初は
X01 = X12 = X02 = 0としておいて)、図 1の外周で、緑から
青への矢印があれば、X01を +1し、青から緑への矢印があ
れば、X01を −1する。ただし、矢印の両端が同色ならば、0
点とする。このように得られた得点の総和をこの図 1の三
角形の X01, X12, X20と定義する。
図 1の三角形 ABCでは、図 2より、X01 = X12 = X20 = 1で
ある。



Y
A

B C

-1+1

(あ) (い)
図5

図4

-1
+1

+1

図 4のように、三角形 ABCを分割する小さい三角形で、頂
点が 3つの色を持つものは、回転したものを同じと思うと 2
つのパターンがある。それを、図 5の (あ)、(い)の採点方法
を基準に点数を書き、その総和を Yとする。ただし、三角
形の 2頂点または 3頂点が同色ならば、0点とする。
この三角形 ABCの場合、Y = 1である。



2次元版

X01 =

X12 =

X20 =

Y =



2次元版

 
t

o 0

toOt
t

to 0 0
o t

t 0 t
0 0 0 0
0 十 0 0

0 t t 0

X01 = 3 − 1 = 2

X12 = 2 − 0 = 2

X20 = 3 − 1 = 2

Y = 2



「空間」の性質として…

X01 X12 X20 Y
　　　　 　　　　 　　　　 　　　　



「空間」の性質として…

 
O 0

tot t O t

t.tt_t0

ft i
i Oo t
t t o

X01 X12 X20 Y
　 3　　 　 3　　 　 3　　 　 3　　



原の定理 (2012, 2019改訂)

定理 (原の定理)

X01, X12, X20 はすべて等しい。

この等しい値を deg Xと書くと、次が成り立つ。

deg X = Y

証明は後で行う。

定義

deg X をこの多角形の周囲の付番 (配色)Xで決められた「次
数」と呼ぶ。



演習問題

X01 X12 X20 Y
　　　　 　　　　 　　　　 　　　　



原の定理 (2012)

n次元の多角形で同様な定理が成立する。

∑
∂M

φ =
∑

M

∆φ

(参考：Stokesの定理)∫
∂M
φ =

∫
M

dφ
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補題
原の定理の証明の前に、次の定理を証明する。

補題

ある多角形があり、その中が幾つかの多角形に分割されて
いて、各頂点には 3つの色が塗られているとする。このと
き、元の多角形の Xi jは、それを分割した多角形の Xi jの総
和である。

【証明】まず、多角形Cを２つの多角形 A、Bに分割したと
き、Aの Xi jと、Bの Xi jの和は、Cの Xi jに等しいことを
示す。

図1

A

B

C



補題の証明

図1

A

B

C

　図 1のように Aと Bを 2辺で接着してCを作る時、その
接合される辺では、それぞれの Xi jに寄与する色が、それぞ
れの左回りの矢印の順で正反対である。一方、辺の点数の
採点方法を見ると、逆順の色に対しては、符号が逆になる。
したがって、新しくできたCの Xi jは、Aと Bの Xi jの和に
等しい。
　 2辺での接着だけでなく、1辺、3辺以上の接着や、辺を
共有しない場合などについても、Cに対して定理は成り
立つ。
　同様に、複数の多角形を張り合わせた場合も定理は成り
立つので、いつも定理は正しい。（証明終）



証明

　定理の証明をする。採点の仕方を見れば、分割されてい
ない三角形については、Xi j = Yの関係があるのは明らか。
　一方、三角形 ABCの Xi j、Yを考える。また、分割された
小さな三角形の Xi jを X′i j, X′′i j , · · ·、Yを Y ′, Y ′′, · · · とする。
定理より、Xi j = X′i j + X′i j + . . . であるが、それぞれの小さい
三角形については、分割されていないので、
X′i j = Y ′, X′′i j = Y ′′, · · · が成り立っている。よって、
Xi j = Y ′ + Y ′′ + · · · = Y となり、定理は証明された。
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応用

1 多次元の中間値の定理
2 不動点定理
3 Hexゲーム
4 Tuckerの補題
5 Borsuk-Ulamの一致点定理
6 対心点定理
7 ホットケーキ分割定理
8 ハムサンドイッチ定理



2次元の中間値の定理

定理 (2次元の中間値の定理)

∆2を (中身のある)三角形、 f : ∆2 → R2 を連続写像とする。
R2を、原点を始点とする 3本の半直線で 3つの領域に分
ける。
この時、∆2の各辺が、 f でそれぞれ１つずつ異なる領域に
(境界も許す)送られるなら、 f の像は原点を含む。

f(C)

f(B) f(A)

A

B C

o

fΔ
R
2

2



2次元の中間値の定理の証明

∆2の各辺を、長さを
1
n
にしたメッシュに切って小三角形に

細分する。各頂点には、 f で送られる 3つの領域に応じて 3
つの色のいずれかに塗る (境界あるいは原点に送られた色は
適当)。∆2の外周の 3つの辺の頂点は 3回色が変わり、他は
同一色が並ぶので、この配色 Xに対する次数 deg Xは 1また
は −1である。よって、「定理」により、ある小三角形
PnQnRnで、頂点の色が 3色であるものがある。∆2はコンパ
クトなので、Pnの部分列で、ある点 Pに収束するものがあ
る。それを改めて Pn、それを頂点とする三角形を PnQnRn

と書く。この時、Qn, Rnも Pに収束する。よって、Pを f
で送った像は、3つの領域の閉包の共通部分、すなわち原点
である。



2次元のBrouwerの定理の証明

定理 (2次元の Brouwerの不動点定理)

連続写像 f : ∆2 → ∆2には、不動点が存在する。

[証明]任意の xに対して f (x) , x、として矛盾を導く。∆2を
三角形 ABCとする。原点Oを ∆2の内点に取り、OA、OB、
OCを「半直線」とする。写像 g(x)を「 f (x)から xへ伸ばし
た直線と三角形 ABCの周との交点」とすると、これは連続
関数であり、AB、BC、CA上の点を固定する。よって、中
間値の定理より、g(x) = Oとなる xが三角形 ABCに存在す
ることになり、矛盾。□



Hexゲーム

定理 (Hexゲームの引き分けなし定理)

Hexゲームには、引き分けがない。



Hexゲーム

[証明]各六角形の中心を線分で結び双対グラフを作ると、
菱形の三角形分割ができる。ゲームの終了後、左下と右上、
左上と右下が連結されていないとして、矛盾を導く。左下
の線分上の頂点とその連結成分の頂点を青に、右下の線分
上の頂点とその連結成分の頂点を赤に、その他を緑に塗る。
この時、菱形の周の配色 Xに対する次数 deg Xは 1なので、
内部に少なくとも一つ頂点が三色で塗られた三角形が存在
するが、緑は青とも赤とも隣接しないはずなので、矛盾で
ある。□



Tuckerの補題

定義 (対心的)

正 2n角形の各頂点が、0, 1, 2, 3の 4つの番号のどれかが
振られ、次の条件を満たしているとき、この付番は対心的
であると言う。

2n角形の中心について対称な位置にある 2頂点は、一
方が 0でもう一方が 2であるか、一方が 1でもう一方が
3である。

定理 (Tuckerの補題)

正 2n角形の各頂点が、0, 1, 2, 3の 4つの番号で対心的に
振られていて、2n角形の内部も三角形分割され、各頂点が
その 4つの番号のどれかが振られているなら、端点が、0と
2であるか、1と 3である線分が存在する。



Tuckerの補題

0

0

1

3

2

3

1

2



連続符番の次数

定義 (符番の連続性)

k ≧ 3を自然数とする。多角形の周において、各頂点に
{0, 1, 2, · · · , k − 1}のいずれかの数字が割り振られたとす
る。この付番を Xと書く。Xが次の条件を満たしていると
き、Xは連続的符番であると言う。

各辺の端点の数字は同じ番号か 1つ違いである。
(ただし、0と k − 1も一つ違いと考える。)

定理 (連続的符番に対する次数の定義可能性定理)

多角形の周の連続的符番 Xにについて、「採点」Xi j を端点
の数字が i, jである辺の (周の向きで符号を考えた)数であ
るとすると、次が成り立つ。

X01, X12, X23, · · · , X(k−1)0 はすべて等しい。

この値を連続的符番 Xの次数と言い、deg Xと書く。



連続的符番に対する次数の定義可能性定理の証明

【証明】付番 Xの 3以上の数字を全て 2にした付番を X′ と
し、その「採点」X′i jを考える。まず、0, 1に変化はない
ので、

X01 = X′01 (1)

原の定理より、

X′01 = X′12 (2)

更に、Xは連続なので、1と隣接する kは、0, 1, 2のみな
ので、

X′12 = X12 (3)

(1), (2), (3)より、X01 = X12。同様にして全ての Xi(i+1)は等し
い。((k − 1) + 1 = 0と考えている。)



対心的付番の次数の非自明性定理

定理 (対心的付番の次数の非自明性定理)

2n角形の付番 X ∈ {0, 1, 2, 3}が対心的であるとする。周にお
いて 0と 2あるいは 1と 3は隣接していないとすると、周
の符番 Xは連続的であり、その次数 deg Xは奇数である。

【証明】Xが連続的であるのは明らか。対称点として 0と 2
があるとしてよい。それぞれを端点とする辺で、半分に
切って Xi jを右側 Rと左側 Lに分けると (0は R、2は Lに入
れる)、X01 = XR

01 + XL
01。付番が対心的なので、XL

01 = XR
23。

よって、X01 = XR
01 + XR

23 · · · (∗)。さて、L側の 0と 3を 1に
置き換えた付番 X′を考える。LRの境目の 0の L側の隣は 1
であり L側には 0が無いので XR

01 = X′01 ± 1である (±は 0, 2
の並び方の向きによる。次ページ図では −1)。前定理より
X′01 = X′23なので、XR

01 = X′23 ± 1である。更に、L側に 3が無
いので X′23 = XR

23。よって、XR
01 = XR

23 ± 1である。よって、
(∗)より X01 = 2XR

23 ± 1 =奇数である。
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Tuckerの補題の証明

【Tuckerの補題の証明】周において付番 Xは対心的である。
周において 0と 2、 1と 3が隣接しているならば結論は正
しい。周において 0と 2、 1と 3が隣接していないとする。
このとき前定理より Xは連続的で deg Xは奇数である。
3を全て 2に置き換えた付番を X′ とすると、
deg X′ = X′01 = X01 = deg X は奇数であり 0でない。よって置
き換え後は、原の定理より、内部に 0, 1, 2を頂点とする三
角形がある。この 2が元々2だったすると、置き換え前に
0 − 2という線分があった事になり、元々3だったとすると、
1 − 3という線分があった事になる。いずれにしても結論は
正しい。



「対心点定理」

定理 (「対心点定理」)

原点を中心とする半径 1の球面を S 2とする。任意の連続写
像 f : S 2 → R2について任意の x ∈ S 2 について、
f (−x) = − f (x)が成り立つなら、原点Oは f の像に含ま
れる。

注

これは、中間値の定理のバリエーションである。



「対心点定理」の証明
[証明] S 2を赤道で切り、上半球面を考え、赤道を中心対称
に点を置いて何本かの線分に分割する。また更に上半球面

に点を加えて三角形分割する。各点には、 f (x) =
(

f1(x)
f2(x)

)
に

応じて次の規則で色 0, 1, 2, 3をつける。
0 : f1(x) ≧ 0, f2(x) ≧ 0, 2 : f1(x) ≦ 0, f2(x) ≦ 0
1 : f1(x) ≦ 0, f2(x) ≧ 0, 3 : f1(x) ≧ 0, f2(x) ≦ 0

ただし、複数の条件を同時に満たす場合は、その条件に当
てはまるいずれの色であってよい。
すると、Tuckerの補題より、ある両端の点を P, Qとする線
分で色が 0, 2あるいは 1, 3であるものが存在する。
三角形分割を細かくすると、両端が 0, 2である P, Qの収束
列が得られるかまたは、両端が 1, 3である P, Qの収束列が
得られる。その極限値は原点である。□



Borsuk-Ulamの一致点定理

定理 (Borsuk-Ulamの一致点定理)

原点を中心とする半径 1の球面を S 2とする。任意の連続写
像 f : S 2 → R2についてある点 x ∈ S 2 が存在して、
f (x) = f (−x)となる。

[証明] g(x) = f (x) − f (−x)と置くことにより、「対心点定理」
に帰着される。□



ホットケーキ分割定理

定理 (ホットケーキ分割定理)

平面内の 2つの面積を持つ領域は、1つの直線によって、同
時に 2等分できる。



ハムサンドイッチ定理

定理 (ハムサンドイッチ定理)

空間内の 3つの体積を持つ領域は、1つの平面によって、同
時に等分できる。



12現代数学



現代数学

1 テーマの変遷
ものの性質 −→空間の構造

2 定理の形式 ∫
量 = 一定∫

ローカルな量 = グローバルな量∫
解析的な量 = 幾何的・代数的な量∫
全体
量の微分 =

∫
境界
量



現代数学

他の話
1 公理主義
2 高次元化
3 例えば「理論」の空間化
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